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ПРиМЕНЕНиЕ МЕтОДОв тЕОРии ОПтиМАльНОГО УПРАвлЕНиЯ 
ДлЯ РАзРАБОтКи СтРАтЕГии СОциАльНО-ЭКОНОМиЧЕСКОГО 

РАзвитиЯ КЕМЕРОвСКОй ОБлАСти

Аннотация. целью статьи является разработка математической модели оптимального распределе-
ния расходов бюджета для достижения устойчивого социально-экономического развития регионов, 
которая демонстрируется на примере Кемеровской области. Для решения поставленной задачи ис-
пользовались методы теории оптимальных дискретных процессов и регрессионного анализа. в ходе 
исследования на основе статистических данных по Кемеровской области построены уравнения 
динамики показателей социально-экономического развития региона; определены ограничения на 
управляющие параметры, в роли которых выступали доли расходов областного бюджета по одиннад-
цати статьям; предложены критерии качества в экономической, социальной и экологической сфере. 
в процессе исследования сформулирована многокритериальная задача оптимального управления 
с дискретным временем, построена стратегия распределения долей бюджета Кемеровской области 
за период 2018–2022 гг. Проведено сравнение полученного модельного распределения расходов 
с фактическими данными Министерства финансов Кузбасса для определения статей бюджета, в ко-
торые рекомендуется внести корректировки. 
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aPPliCation of oPtimal Control thEory mEthoDs 
to BUilD a stratEGy for soCio-EConomiC DEvEloPmEnt 

of thE KEmErovo rEGion

Abstract. The article is aimed to construct a mathematical model for the optimal distribution of budget 
expenditures to achieve sustainable socio-economic development of the regions, which is demonstrated on 
the example of the Kemerovo region. methods of the theory of optimal discrete processes and regression 
analysis were used as methods for solving the task. in the course of the study, on the basis of statistical data 
for the Kemerovo region, equations were constructed for the dynamics of indicators for the socio-economic 
development of the region; the constraints on control parameters were determined, which were the shares 
of regional budget expenditures for eleven items; quality criteria were proposed in the economic, social and 
environmental spheres. Thus, a multiobjective optimal control problem with discrete time was formulated. 
as a result of its solution, a strategy for distributing shares of Kemerovo region budget expenditures for the 
period 2018–2022 was built. The obtained model distribution of expenses was compared with the actual 
data of the ministry of finance of Kuzbass in order to determine the items in which it is recommended 
to make adjustments.
Keywords: mathematical model, optimal control, region, sustainable development, budget.



Математическое моделирование54

Введение
в последнее десятилетие глобальные экологические проблемы становятся всё более 

актуальными и как объект исследования ученых разных специальностей, и как предмет 
интереса общества в целом. Несмотря на то что термин «устойчивое развитие» появился 
в 1980-х годах, концепция устойчивого развития, объединяющая экономическую, эколо-
гическую и социальную сферы развития человечества, не перестает быть актуальной и 
продолжает развиваться. так, в 2015 году государствами – членами ООН была принята 
«Повестка дня в области устойчивого развития на период до 2030 года»1, включающая 
17 целей, направленных на обеспечение приемлемого уровня благосостояния общества, 
сохранение природных ресурсов и экономическое развитие. в 2018 году был разработан 
перечень национальных показателей достижения целей устойчивого развития (далее – 
цУР)2. таким образом, в настоящее время одной из актуальных задач становится поиск 
научно обоснованных путей обеспечения оптимальных значений показателей устойчиво-
го развития как на государственном, так и на региональном уровне. Одним из способов 
решения этой задачи может стать построение математических моделей, описывающих ди-
намику изменения рассматриваемых показателей. 

Исследования в области моделирования устойчивого развития, проведенные 
за последнее десятилетие

в настоящее время актуальны математические модели, ориентированные на изучение 
проблем как отдельных городов и регионов в целом [1–4], так и конкретных объектов ад-
министративно-территориального деления [5–13].

Математические исследования в области устойчивого развития направлены на раз-
работку индикаторов [4] и интегральных характеристик [13], построение когнитивных 
моделей социо-эколого-экономического развития [7], анализ перспективности программ 
экономического развития регионов при помощи методов математической логики  [2], 
применение корреляционно-регрессионного анализа, эконометрического моделирова-
ния, нейронных сетей для изучения устойчивости и прогнозирования развития регио-
нов [9; 11].

Необходимо отметить, что практически не встречается исследований, направленных 
на поиск оптимальных показателей социально-экономического развития территорий. 

1  Transforming our world: The 2030 Agenda for Sustainable Development // United Nations. URL: https://
sdgs.un.org/2030agenda (дата обращения: 28.10.2024).
2  Данные по показателям ЦУР // Федеральная служба государственной статистики. URL: https://
rosstat.gov.ru/sdg/data (дата обращения: 28.10.2024).
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Подходящим способом решения такой задачи является построение моделей оптималь-
ного управления развитием регионов, чему посвящена данная работа. Анализ проблемы 
устойчивого социально-экономического развития проводится на примере Кемеровской 
области – Кузбасса.

Построение математической модели устойчивого социально-экономического развития 
Кемеровской области

в качестве методов исследования в данной работе выступают методы регрессионного 
анализа, оптимального управления, нелинейного программирования и имитационного 
моделирования.

Процесс построения математической модели осуществляется поэтапно.
1. Определение показателей, соответствующих целям устойчивого развития
Для построения модели необходимы показатели, актуальные для региона (в данном 

случае – для Кемеровской области), для которых есть соответствующие статистические 
данные на сайте Федеральной службы государственной статистики. Для представленного 
исследования рассматривались данные за период 2006–2019 годов. цУР и соответствую-
щие им показатели приведены в таблице 1.

Таблица 1

Цели и показатели устойчивого развития Кемеровской области

Цель устойчивого развития Показатель устойчивого развития Обозначение 
показателя

ликвидация нищеты Доля населения с денежными доходами ниже прожиточ-
ного минимума, % от общей численности населения 1x

ликвидация голода Продукция сельского хозяйства
2x

Хорошее здоровье Умершие от всех болезней
3x

Чистая вода и санитария Сброс сточных, транзитных и других вод
4x

Достойная работа и экономиче-
ский рост

валовой региональный продукт
5x

индустриализация, инновации 
и инфраструктура

Число предприятий и организаций
6x

Ответственное потребление 
и производство

забор воды из природных водных объектов для исполь-
зования 7x

Борьба с изменением климата земли особо охраняемых территорий
8x

Мир, правосудие и эффектив-
ные институты

зарегистрировано преступлений, всего
9x

2. Определение управляющих параметров модели
в роли управляющих параметров выступают доли расходов бюджета Кемеровской 

области по отдельным статьям в  общей сумме расходов. Для построения модели ис-
пользовались статистические данные по расходам за 2006–2019 годы, представленные 
на сайте Министерства финансов Кузбасса. в таблице 2 приведены рассматриваемые 
статьи расходов областного бюджета и введенные для соответствующих долей расходов 
обозначения.
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Таблица 2

Управляющие параметры модели социально-экономического развития 
Кемеровской области

Статья расходов областного бюджета Обозначение для управляющего 
параметра

Общегосударственные вопросы
1u

Национальная безопасность и правоохранительная деятельность
2u

Национальная экономика
3u

жилищно-коммунальное хозяйство
4u

Охрана окружающей среды
5u

Образование
6u

Культура и кинематография
7u

здравоохранение
8u

Социальная политика
9u

Физическая культура и спорт
10u

Средства массовой информации
11u

3. Определение граничных значений расходов бюджета
Максимальные и минимальные доли расходов бюджета по каждой статье были опреде-

лены из статистических данных за период 2006–2019 гг.
4. Построение уравнений динамики показателей устойчивого развития
Уравнения динамики формируются для показателей, перечисленных в таблице 1, в за-

висимости от управляющих параметров из таблицы  2. Уравнения строятся как модели 
авторегрессии, где в качестве зависимой переменной выступают показатели по цУР в мо-
мент времени t, а в качестве факторов – те же показатели в момент времени (t – 1) и доли 
бюджетных отчислений по статьям расходов. Для этого использовался программный па-
кет statistica, инструмент «множественная регрессия с  пошаговым включением». Рас-
сматривались как линейные, так и нелинейные уравнения, и на основе полученного коэф-
фициента детерминации выбиралась наиболее приемлемая модель.

в результате были получены уравнения динамики показателей следующего вида:

1 1 2 4( ) 0,249 ( 1) 0,830ln( ( )) 0,280ln( ( ))x t x t u t u t= − − − ,                            (1)

2 2 7( ) 0,957 ( 1) 0,080ln( ( ))x t x t u t= − + ,                                       (2)

3 3 1( ) 0,661 ( 1) 0,343ln( ( ))x t x t u t= − + ,                                        (3)

4 4 3 8( ) 0,545 ( 1) 0,362ln( ( )) 0,260ln( ( ))x t x t u t u t= − + + ,                            (4)

5 5 5 9 10 11( ) 0,903 ( 1) 0,210 ( ) 0,427 ( ) 0,360 ( ) 0,477 ( )x t x t u t u t u t u t= − − + − + ,           (5)

6 6 1( ) 0,886 ( 1) 0,390 ( )x t x t u t= − + ,                                             (6) 
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7 7 1( ) 0,711 ( 1) 0,312 ( )x t x t u t= − + ,                                           (7)

8 8 1 2 5 7( ) 0,199 ( 1) 1,300 ( ) 2,200 ( ) 0,219 ( ) 0,430 ( )x t x t u t u t u t u t= − − + − − ,              (8)

9 9 3 4 6 9 11( ) 0,841 ( 1) 1,030 ( ) 0,371 ( ) 1,370 ( ) 2,300 ( ) 1,100 ( )x t x t u t u t u t u t u t= − + + + − − .   (9)

5. Постановка задачи устойчивого развития региона в форме задачи 
оптимального управления

Соотношения (1)–(9) будут выступать в качестве уравнений динамики фазовых пере-
менных 1x , …, 9x . в качестве горизонта планирования рассматривается период T лет.

5.1. Определение начального состояния региона

Начальное состояние системы описывается значениями 0x  фазовых переменных в тот 
момент времени, когда предполагается переход региона на путь устойчивого развития:

0(0)x x= .                                                                    (10)

5.2. Построение ограничений на управление
Для построения ограничений на управление воспользуемся данными, полученными 

на третьем этапе исследования. Ограничения примут следующий вид:

1 2 3

4 5 6

7 8 9

1

0,0128 ( ) ( ) 0,0971 ( ) 0,3578,
0,0128 ( ) 0,0100 ( ) 0,1122 ( ) 0,3286,
0,0013 ( ) 0,0754 ( ) 0,0504 ( ) 0,4926,

0,0010

0,1444,  0,0010 0,1173,  
0,0690,  0,0122, 
0,0348,  0,2741,  

u t u t u t
u t u t u t
u t u t u t

u

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ 0 11( ) 0,0010 ( ) 0,137.0,0261,  t u t≤ ≤ ≤

          (11)

5.3. Построение критерия оптимальности
Для построения критерия оптимальности рассмотрим показатели в каждой из 

сфер триединой концепции устойчивого развития – экономической, социальной, эко-
логической. Определим соответствующие цели устойчивого развития: «ликвидация 
нищеты», «хорошее здоровье и  благополучие», «чистая вода и санитария». таким 
образом, исходя из таблицы  1 требуется минимизация показателей доли населения 
с денежными доходами ниже прожиточного минимума ( 1x ), численности умерших от 
всех болезней ( 3x ) и сброса сточных, транзитных и других вод ( 4x ). Окончательно 
критерий оптимальности представим в виде свертки рассматриваемых критериев, счи-
тая их равнозначными:

( )0
1 3 4

0

1( , ) ( ) ( ) ( ) min
3

T

u U
t

J x T x t x t x t
∈

=

= + + →∑ ,                               (12)

где U – множество допустимых управлений, определяемое соотношениями (11).
Построенная модель (1)–(12) представляет собой задачу оптимального управления 

с дискретным временем, где (1)–(9) – уравнения динамики, (10) – состояние системы 
в  начальный момент времени, (11) – ограничения на управляющие параметры, (12) – 
функционал, характеризующий качество достижения цели управления.

6. Сведение задачи оптимального управления к статической задаче оптимизации
Далее динамическая задача (1)–(12) методом исключения фазовых переменных сво-

дится к статической оптимизационной задаче с ограничениями, которую можно решать 
известными методами нелинейного программирования. При этом количество перемен-
ных 11T. целевая функция получается путем непосредственной подстановки выражений 
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(1), (3), (4) через 0x  и управляющие параметры (в каждый из рассматриваемых момен-
тов времени) в соотношение (12).

Расчет оптимального распределения расходов бюджета
Для определения оптимального распределения расходов бюджета решается задача оп-

тимизации, построенная на предыдущем этапе исследования.
Расчеты были осуществлены при помощи пакета «Поиск решения» microsoft Excel. 

С использованием эволюционного поиска решения была получена оптимальная страте-
гия финансирования в 2018–2022 гг. Расчетная и фактическая стратегии развития регио-
на представлены на Рисунках 1–3. 

Доли расходов бюджета по первым четырем статьям представлены на Рисунке 1.

Рисунок 1. Фактические и расчетные значения долей 1u , …, 4u  расходов бюджета Кемеровской 
области 

Источник: здесь и далее рисунки выполнены автором
Доли расходов бюджета по статьям «Охрана окружающей среды», «Образование», 

«Культура и кинематография», «здравоохранение» представлены на Рисунке 2.
Доли расходов бюджета по статьям «Социальная политика», «Физическая культура 

и спорт», «Средства массовой информации» представлены на Рисунке 3.
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Рисунок 2. Фактические и расчетные значения долей 5u , …, 8u  расходов бюджета 
Кемеровской области

Рисунок 3. Фактические и расчетные значения долей 9u , 10u , 11u  расходов бюджета 
Кемеровской области
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Анализ результатов исследования
После проведенного исследования можно обозначить следующие результаты. Прежде 

всего, отметим увеличение расходов по статье «Общегосударственные вопросы», при-
чем наибольший рост приходится на период 2020–2022 гг. Существенные расхождения 
наблюдаются по статье «Национальная безопасность и правоохранительная деятель-
ность»: модельные значения превышают фактические на 8–11 %. в сфере национальной 
экономики оптимальные значения предполагают увеличение отчислений в первые три 
года на 8–10 % и небольшое снижение по сравнению с фактическими данными в послед-
ние два года. таким образом, расчетная стратегия соотносится с реальными данными, на-
чиная с 2021 года. Качественно подобная картина наблюдается и по статье «жилищно-
коммунальное хозяйство», однако в 2018–2020 гг. здесь предполагается незначительный 
рост отчислений, а в последние два года – снижение примерно на 9 %. Примерно такие же 
колебания происходят и с расходами по статье «Физическая культура и спорт». в сферах 
охраны окружающей среды и средств массовой информации различия между модельны-
ми и фактическими долями расходов оказались незначительными, однако расчетные пока-
затели всё же предполагают небольшой рост отчислений, особенно в последние три года. 
в то же время модельные значения долей расходов по статьям «Образование» и «Соци-
альная политика» оказались ниже фактических. По статье «Культура и кинематография» 
наблюдается снижение расчетных значений в сравнении с реальными данными в первые 
два года, существенное увеличение в 2020 году и далее небольшой рост. в сфере здравоох-
ранения в 2021–2022 гг. модельные значения превысили фактические на 12–14 %.

При сравнении совокупного распределения долей расходов бюджета в каждом году 
можно заметить следующее.

в 2018 году в расчетных показателях б о̀льшая доля бюджета выделяется на националь-
ную экономику, а в фактических – на социальную политику. Однако вторым по величине 
распределения долей бюджета в обоих случаях является образование. также модель пред-
лагает значительно увеличить расходы на национальную безопасность.

в 2019 году по максимальным долям бюджета наблюдается схожая картина, однако на 
второй план выходят расходы на образование (согласно фактическим данным) и на соци-
альную политику (согласно модели).

в 2020 году ситуация оказывается аналогичной той, что была получена для 2018 года.
в 2021 году происходит перераспределение бюджета. Согласно модели значительно 

увеличивается доля расходов на здравоохранение. Фактические данные, в свою очередь, де-
монстрируют значительный прирост средств в сфере жилищно-коммунального хозяйства.

Аналогичная ситуация наблюдается и в 2022 году.
в целом можно отметить, что как для расчетного, так и для фактического сценария 

есть предпочтительные сферы расходов бюджета: «Национальная экономика», «Наци-
ональная безопасность и правоохранительная деятельность», «Социальная политика», 
«здравоохранение», «Образование».

Выводы
Необходимо подчеркнуть, что в работе приведен лишь один из возможных сценариев 

развития, и результаты расчетов в значительной степени зависят от выбранных критериев 
качества и рассматриваемых фазовых переменных. Данное исследование демонстрирует 
общую методику проведения подобных расчетов на примере Кемеровской области, одна-
ко для получения рекомендаций, имеющих важное практическое значение, может потре-
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боваться дальнейшее расширение модели: доработка показателей по целям устойчивого 
развития, исследование сценариев развития при ином выборе критериев качества и на-
чального состояния системы.

Полученная стратегия развития Кузбасса демонстрирует необходимость повыше-
ния расходов в сферы общегосударственных вопросов, национальной безопасности 
и правоохранительной деятельности, охраны окружающей среды и средств массовой 
информации.
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